Математический анализ. Ш семестр. 1981-1982гг. 


Тема Г. Несобственные интегралы. 


В прошлом семестре мы изучили интегралы от правильных функций на 
отрезках в и . Напомним, что функция: [а,з|->8, где Е- некоторое бана- 
хово пространство, называется правильной, если она есть предел равномерно 
сходящейся последовательности ступенчатых функций. эквивалентное определе-. 


ние: { имеет односторонние пределы в каждой точке [`а,в | . Было доказано, 


‹ 


что правильная буниция { имеет примитивную Я ‚ т.е. Я непрерывна, на[ а» в], > 
и ее производная существует и равна 4 всюду, кроме счетного числа точек | 
/ точнее, { непрерывна всюду кроме счетного числа точек, и 9.0) = 4 во - 
всех точках непрерывности { /.. Функция 9 определена однозначно с точностью ы 
до константы, и по определению ов Е а4)-9@). | 


Заметим, что определение интеграла, имеет смысл и когда. вункция не 


предполагается правильной, а точки а и в могут равняться 19?/при этом тре- 


а 
_ 


>. ‚ Рон ———+ь —- С 
ры ы #= 2. >х А, 
Ро, .*“-* . . Вы 
ить = 1 ^ : 


буется, чтобы примитивная функция Я была непрерывна в концах отрезка/. 
Мы ограничимся случаем, когда { кусочно правильна; это означает, что су- 
ществует такое конечное подмножество Ле[а,в] ‚ что 4 правильна на любом 
отрезке, не пересекающемся с . — ом 

Предложение Т. Пусть [а,в] - отрезок в | ‚и { - [а,в —> Е - кусочно 
правильная функция. Пусть а = соСст< ... < сп = в - конечная цепочка то- 
чек. Тогда для существования дах о необходимо и достаточно, чобы су- ' 
ществовал каждый интеграл. Фодах ‚ив этом лучи ВЫХ м. ь _ родах. : 

Доказательство. Пус Я" ув - примитивная функции $ на. отрезке ;-4С:],. 
Лено, что можно подобрать такие константы кт,...›Ки_т › Что Тункция ь > 
равная и Зы К’ на [с [21 с, _] ‚ непрерывна, на [а,в/ . Очевидно, Явля- | 
ется примитивной + на Га,в] ‚и 9@)-9@=2 (9) _ 9-0)? ©, ©2469. 
Это доказывает утверждение о достаточности и формулу для Года 5 
утверждение о необходимости очевидно. 


Доказанное предложение позволяет ограничиться рассмотрением случаев, 


— м ——————-——— 1: 


Во 
когда ЕЙ И 4 обсьна на, любом [а,с] =|[а,в) ‚ Либо ВЕ И Ё превиль- 


на на любом [с,з] с (а,в] ‚ мы будем бормулировать все утверждения только 


для первого случая, поскольку на второй всё переносится очевидным образом. 






Предложение #. /Критерий Коши/ / 









В первом случае мы будем говорить, что у правильна на, [а,в) ; ясно, что в 
а случае для интегриоуемости + на, Газ необходимо и достаточно, чтоб-н 
[2 (94 стремился к пределу при с-7в, и этот ‘предел равен [ “оо Хх, 
оместо " { инрируема на [а,в.] " часто говорят, что и ф еее 
схолится. | 


Пусть { правильна на ав) . Тогда для интегрируе- 
мости на [| а,в | необходимо и достаточно, чтобы У=> 0 перовенотво]] [4 | 
«© выполнялось при всех си 4 ‚ достаточно близких к в. ы | 
Доказательство очевидно. 
Следствие .Если [а,в) =р ‚ а { -правильна и ограничена. на Г ав) ‚ то 
интегрируема, на [ав . Для доказательства достаточно применить к 
даа теотему о среднем. 
Если [ав] бесконеиен либо неограничен, (75)4с часто 


называют 
ох РЕ 
несобственным. Примеры сходящихся несобственных интегралов :. Е р 


авы 
фа, 
Все свойства интегралов, рассмотренные в предыдущем семестре, с по- 
мощью предельного перехода переносятся на случай несобственных интегралов. 
В частности, формулы интегрирования по частям и замены переменной принима- 
ют слелующий вид: Интегрирование по частям. ПУСТЬ (ху) [ху - нопро- 
рывное билинейное отображение банаховых пространств вх -> (> ‚а - : Ш) 
ви Я - [ а,в —> | - примитивные правильных на [в,в) функций и 9". 
Положим [4,9 | а= да, ЛЬ, . Тогда, если два из трех выражений 491, 
СН, а!) 46. ( [2% о Дае имеют смысл, ) имет смысл и третье, и 
А ела = РЗ — СЕ а, 
Замена. переменной. Пусть { > [=,в)—> - непоерывная монотонно неубы- 
вающая Функция, являющаяся примитивной правильной ка [аьв) ия + Е ь 


| у, еси К >, 
а, й - правильная вектор-бункция на 5,4) . Тогдатинтеграляав 


‹ 


| 
С 
| 


"( Г. 
(99 0“ > мои сходитая, то сходится и другой, и они 


(а) 
равны. "ВИНТ: оставляются слушателям. 

Признаки сходимости несобственных интегралов. Понятие сходимости не- 
собственного интеграла, обобщает понятие сходимости ряда. В самом деле, со- 
поставим каждой посследовательности И-И2 › < - точек 6 бункцию 4 ‚ И оо}->Е, 
равную Ши на [пупнт) . Легко видеть,что сходимость интеграла 4 (55) 22 

7! 
эквиралентна сходимости ряда, уж К) › и значение интеграла равно сумме это- 
п= 
го ряда /докажите сами!/. Исследование несобственных интегралов будет па- 
‚ раллельно исследованию рядов. | 
Определение. Говорят, что интеграл ( Фора абсолютно сходится, если 
7 | | я. 
сходится ( СОЭ, ©. | | 
тожени? 162 4 |< 

| Предложение Абсолютно сходящийся интеграл сходится и 2. = 

< ( ИС 456 . Доказательство сразу вытекает из критерия Коши и теоремы 
2 | 

о среднем. 


В связи с понятием абсолютной сходимости особый интерес представляют 





| неотрицательных тумкций. 
Предложение 4. Пусть - правильная неотрицательная функция на [2,в), 
_Для сходимости интеграла (%) де необходимо и достаточно, чтобы множес- 
тво $ гуд [4 с [4,6 { было ограничено сверху, и (фбоах 
равен ыы этого множества. | 

Предложение 5.`/Принцип сравнения/. Пусть И 7 - правильны на [а.в 7 
и 0 < 1 < 9059) в точках непрерывности 7 и у и 7 интегрируема на 
[ а,в ‚ то интегрируема „+ ‚и 9 и < [деда 

Доказательства предложений 4 и 5 очевидны. 

Эталонные функции: Поскольку примитивная вункции х® при © # -1 равна. 
5 И ‚ то при а? 0 интеграл И Е сходится при х<-Ги расходит- 
ся при %> -Т, а интеграл. че 2 сходится при с > -Ги расходится при 
<{<-Ч, х 


Применения: т.Воли { - невозрастающая неотрицательная гункция на. => 


сы 


20 >22 
то сходимость ряда 2% И) эквивалентна сходимости интегоала [= ес 
И=4 | Я 


/ это интегральный признак Коши сходимости ряда/ . Например, мы получаем 
другое доказательствотого, что.ряд 2% ‘сходится при р? Ти расходится 
при р< Г. | | 

к. Принцип сравнения позволяет получать различные оценки для остатков 
и частичных суму как сходящихся, так и расходящихся рядов. Например, при 
р>Т имеем 2. <) р = РН -. + Другой пример: для $ такой, 
как в предыдущем пункте, последовательность Ки =) +. )- Г“ р р? 
неубывает и ограничена, сверху числом ФМ) ; значит, она имеет к см. | 


ыы о 


рис./ 











4 - ти. ПМ в 
В частности, при оу Че получаем, что существует Фи (+. 
Ро | | 


он называется константой эйлера.. 
Для исследования неабсолютно сходящихся интегралов часто полезно при- | 


менять интегрирование по частям (этот прием аналогичен суммированию по час-} 


| 


тям, применявшемуся выше для рядов/. Мы предоставляем читателям самостоятел: 


но сформулировать и доказать для несобственных интегралов аналоги признаков} 


Дирихле и Лейбница /см. также задами/ „Разберем только один пример, доказав 











29 
сходимость интеграла дирихле -- 3. Достаточно доказать сходимость ! 
их | а __ вхо | 
, ж ; интегрируя по частям, видим, что он равен Хх Л | 


+ (^ — 4 ‚ а последний интеграл сходится уже абсолютно. 
в. 9 Тема 2. Интегралы, зависящие от параметра. 
Пусть [а,в) - отрезок в [ Ь м некоторое множество, Ё- банахово про-! 
странство, И + - [а,в] ху— Е - отображение, такое, что при каддомие”У 
функция х—> бу) интегрируема на, [а,в | . Функция У—> (У) - (ссуд 
называется интегралом, зависящим от_ параметра. Мы найдем условия, когда | 
(У) является непрерывной, диференцируемой или интегрируемой функцией от у 


и когда дидференцирование и интегрирование можно выполнять " под знаком ин-: 


ы 5 


теграла". Сначала рассмотрим собственный интеграл, т.е. будем ‚считать, что 


ный 


| в |. И { правильна на [а,з] при всех у. 

Предложение Т. Пусть | - метрическое пространство, У у; предполо- 
ЖИМ, ЧТо бункции 4 (2) = осу) равномерно сходятся к са о} при у> Чо 
Тогда тункпия ти непрерывна в точке у. /Иными словами , условие означа 
ет, что отображение у--> 4 (5) из Тв пространство правильных функций на 
Га,в] непрерывно в уф /. Доказательство очевидно. 

Следствие /"непрерывность интеграла по пафаметру"/ Если ь компакт, 
Гав] с |“ ‚и а Га,з х с Е - непрерывное отображение, то Лу) не- 
прерывно на. | „ Доказательство:. поскольку а,в] р - компакт, : - рав- 
номерно непрерывна, а значит, удовлетворяет условиям предложения Г. 

Пусть теперь г = [е, 4 1 - отрезок в |4 я Производную функции у}Ё—> 
4 (ху) /при фиксированном х/ будем называть частной производной 4 поуи_ 
обозначать 4, ( х,у). | | 

Предложение 2. Пусть 4 : [а,в] х Ты Е - функция, удовлетво- 
ряющая следующим условиям: /Т/ для всех х и у существует частная производ- 
ная 44 (ху) ; /2/для всех у Е [с, |] бункции х-—> Сеьу) И хе—> (4) | 
правильны на [а,в.] ; /З3/ для некоторого Уо е (с, ) функции /от х/ В) 
равномерно сходятся к + | х,Уо ) при у 7 > Уб: Тогда бункция о 
дифференцируема в точке’ уф, и Т "(це = ( и (х, Чо ‚ 2 | 


| Х 
Доказательство: используя теорему о среднем и теорему о конечных при- 


а олучаем цепочку и [ ты [ И (х й 4х р 
< Г ( | бету) Е. у 6,4.) | И | Я х =( ыы {у гу Я 


-Ч‹| А 


5 (4-а.)' 54 В 14652) 2 боуо) И, 


В силу условия правая часть стремится к О при у —>ус, что и требуетс; 
Следствие. Если : (х‚у) существует на [а,в] х га и является не- 
прерывной функцией от (х,у) ›‚ то функция (у) дидференцируема и ый (у 
= | у . Доказательство- такое же, как у предыдущего следствия. 
& | 


Предложение 3. /"перемена порядка интегрирования" / . асли Функция Е 


непрерывна на [а,в} Хх Г, 4] =’ ТО: | (фу а =[ (] Драч )ах ь 
/обе части имеют смысл в силу следствия из предложения Т/. | 


а 


2 

Доказательство. Для = Е [с, {7 положим Е ()= { Ло, (2) = 

я | С | | 
=( бьу4. И <= (2)-= (. ^(х.2) р . Мы должны доказать, что ЯН=&8) 
|  ПОскольку Но = х(@) = 0, постаточно доказать, что функции Е И С дис - 
Гоеренцируемы на (е,6] И Е (2) = ы =) на а ) . В силу следствия из 
предл. 1 бункпия | (у) ‘непрерывна, так что Г?) — и . 2) . С другой сторо- 
НЫ, (хоз) #2.) ‚ поэтому в силу следствия из предл. в, С г) 
= бы = (Фо = Ле) =Е1Э), что и требуется. . 

Перейдем к рассмотрению несобственных интегралов, зависяших от пара- 

метра, т.е. будем считать, что точка, в может равняться +20, и Функция х 
|-> (ху) предполагается лишь правильной на. [а,з) И интегрируемой на, [а, в 
при всех уЁ . В этом случае все предыдущие предложения становятся не- 
верны. Пример: Функции 4, | показанные на рисунке, равномбно на. [т,+ 2) 


сходятся к 0 при п-—>2о , а интеграл каждой из них равен Т/®. 
а 


Й И | 
Чтобы исправить положение, введем важное понятие равномерной сходимости. 





Определение .Пусть + - [аз] х /—> Е такова, что при всех ус - 
Функция ХхН—> ку) = нем на, ав) и интегрируема на [а,з]-. Говорят, 
что интеграл Т(у) = | бу) ах сходится рай омефно -по ус | _, если Фун- 
кции Л, (у) = ( бу 4х равномерно сходятся к. (5) при в Е Гав), 
в’ >в. “. | 

Предложение. Рассмотрим одно из предложений 1-3 или следствий из них. 
Предположим, что 1. удовлетворяет условиям этого предложения на каждом от- 
резке [а,в/_] < [а, в) ито все входящие в бофмулировку интегралы по [2,в] 
зависящие от параметра у, сходятся равномерно по уЕМ . Тогда это пред- 
ложение выполняется и для 7( у) ь 

Доказательство. По условию, наше предложение справедливо для бункции 
Зо у) (уу при всех зе [а,в) . Выберем последовательность 
о точек [а,в) ‚ сходящуюся к в.Шо условию, последователь- 


ность функций и) (1,4 (7 у йе’ равномерно сходится к Функции И | $7 


и 


Применив к этой последовательности соответствующую теорему из: прелыдущего 
семестра /о непрерывности, диёберенцируемости‘или интегрируемости поедепа 
последовательности Гункций/, мы получим требуемое утверхдениз. 

Читателю предлагается подробно разобраться в бормулиоовках и доказа- 
тельствах отдельно для всех случаев. Заметим, что в формулировке поздложе- 
ния о ди ференцировании под знаком интеграла не нужно требовать оавномер- 
ной сходимости интеграла ( ) ‚ а достаточно потребовать равномерной схо- 
димости интеграла (4, 5) о ы равномерная сходимость Л (у будет отсю- 
да следовать. ь Л | 

Прежде чем переходить к’ применениям, приведем полезное достаточное 
условие равномерной’ сходимости несобственного интеграла. 

Определение. Пусть ({ : [46 ]—Е ) С семейство Гункиий, поазиль- 
ных на [а,в) . Говорят ‚, Что интеграл т (х)4х сходится нормально, ес- 
ли существует числовая Функция Ч, 1 на.. [а,в) ‚ интегриоуемая на 
[ав] и такая, что И 69 с 9х) для всех хиу. функция 9 называется 


мажорантой семейства. 


Предложение. Нормально сходящийся интеграл сходится абсолютно и рав- 


Применения: Т. Вычисление интеграла. Дирихле › Ах ах. 

Введем параметр, положив (х,у) = е^У их ‚ Мы вычислим интегоал 
(у) = (9, )х , воспользовавшись предложением о дибференцировании 
под знаком интеграла. Имеем { ку) =-е”ХУ И х. Примитивная Функции 


- с дих 
о? ет. ——— (такие примитив- 
х->>-е ом Хх равна, (х) е ед т. 


+20 





номерно по у. Доказательство очевидно. +20 





| | ` ИГ 
ные вычислялись в предыдущем мы интеграл фубнуза Хх 
сходится при у > Ои равен - —1— ° Более того, для каждого Уо> О 
семейство функций } хЕ—> / (х,У) | при уе [о +90) имеет мажоранту 
*- 
е=&У0, ‚ поэтому интеграл | $ (х,у) х сходится равномерно при у >. Ус у 


6 ив 
сходится равномерно при у > Уфо, И ) (у) РР - +1 





аа 


Отсюда следует, что ГУ т | 
при у? О9.Значит, при у70 () = - АЛССа у + С. В пои у 0 
Е = ("Те 70 АХ < “е "х — = = 2 — к > 

. 0 


од 





ее 

мы видим, что > О при у— +42. Значит, С = т. и, окончательно, 

при у20 ДУ) = - ал у . Чтобы завершить вычисление, покажем, что 
Тб) непрерывно в о ой Я этого бы). показать, что (У эевно- 
мерно сходится при у > 0. Оценим а = р -ХУ <ипх ‚ вос- 


пользовавшись тем, что | 4) 091< РЖ ПА «1 е- я х 24+ = = 2 


т .) 
при х, у р р И пт у то, частям: Р4р=9 фр и Е "+ 22 (р 09 . х, 
откуда ГК( = 27 = й . Итак, пои у> О остаток 24.) ) стре- 


мится к 0 равномерно по у, т.е. Л (у) сходится равномерно. Значит, иг ни Ф 
-2. ие при УЕР интеграл ). сия ы, х равен = , ‘599 5 3 | 
при У>0, -* приу< ОбОиО0приу= Ро (это получается заменой в х, 141 /. 
Это дает еще один пример того, что при отсутствии равномерной сходимости 
интеграл может быть разрывной тункцией от пэараметов.. +20 + 

2. Эйлеровы интегралы. а/ Г-функция. Рассмотрим интеграл {2 к Се 
Очевидно, он сходится при х > 0. Теорема.При х > 0 Г() 5 х- о 29 ДЕ, 
/определение Г-бункции будет напомнено в ходе они, аЬ 
Обозначим наш Е Я через. ГтСх) ; для каждого натурального п. 
положим П(х, п) = "ДЕ . Сделав замену С = ИС , получим: | 
П (Хх, п) = п’, (. (1- И ии а . Для вычисления этого интеграла применим! 
Формулу инте у ЧР, по, частям п 8) Г рядка. И что она имеет 


ВИ ( гро й Пери За и 1)”. ‚ (6 4 |, 
и=о —й +и- 
мона ее к функциям Г +(@)=С Х 


получим, что П(х,п) = хе... ЕИЕ 


так что Гт(® - ГС = фо ие“ (4- 5. #^ 1 + . Лемма : при 


<= п имеем 0 < И и этой леммы 
О -#- (4- 4 Пен Почи . 


м 90) = (1-с), | 
. По определению, Г(х) = = Г хи 9, 
Про | 


Устремляя п косо ‚, получаем, что ГТС) = по что и требуется. Осталось 
доказать лемму. Из разложения Функций еУ и (1-у)-1 в ряцы видно, что при 
0 < = 1 имеем ие < е7 < (1-у)- -1 *одставив й -й =—, о что (4- == 
6 (1+ )-й ‚откуда оао - (4-Е ее #9 


4 
<ё. - и. (1 1-е ) "®. Воспользуемся известным неравенством Бернулли: 
(1- р >. 1-па при 0<ха<1 /его легко доказать индукцией, по п или с по- 


мощью дийференциального исчисления/. Применяя его ка =>, И подставляя | 
в послелнюю оценку, получаем утверждение леммы. Теорема доказана. 
Задача. Обосновав законность а ере а 
доказать формулу для: производных Г-функции: | (= ( + АЕ Е. 
Доказаннная теорема с помощью замены переменных позволяет ыы К 
Г-бункции ряд других интересных несобственных интегралов. Например, делая _ 


ыы 
- 2 
со С 

занес = р ‚ получаем, что Г(Х) = ас { . В нь 
(. ое Ст [- = [/2' Г(1/2) = \//2 /напомним, что а Св силу бор 
мулы лополнения г(х)' Г(1-х) = С/х ,/ - это интеграл Гаусса. 

б/ Бета-функция. Положим В(р, 9) = 55 Ее (Ч-УГ рп ; ясно, что 
этот и УР при р? 0Ои Ч О, Другие предозАвто р 

р» = ан: 46 = В ыы 2 дир" ма ие ый 

/замены ма хф= ие = Е. + ема. (а) при ыы 

Слелствие, Интеграл ("* ее ри И >-4 и 
вен Г(* 2. Гб: ие: м ‚Эн при И = п = О мы вновь 
получаем, что. Г(1/8 )=Л.. 


Доказательство рн Имеем г(р9) - =. щит ТТ р ий. Сделав за- 
мену += (+9) ‚ получим Г(р+Ч/щнеРН = { т е а “УЧ 
Умножив это равенство на © Р-1 и проинтегрировав и Вот г ДО +20, а 
получим, что Г(р+ 9)" В(р,4 ) = 7“ о. М р+9-1 2 0. ОР"е -1. а 
Легко видеть, что если и в этом интеграле формально порядок интег- 
Е то получится | Г( (4); мы должны обосновать такую замену. 
Положим Пу. С" 48. 9. (5^ ЧР и Че, 1 61, ; ; тогда по определению несоб- 


ственного ы Ч р’зб. ) = и, Пт. Ясно , что Е 


ф уфкция в П. имеет при Т/п,п) интегрируемую мажоранту вида С»+у р+9-1 
. поэтому можно и моИтЬ ре, К интегрирования, и мы имеем: 


а, ОР те ВА = Де, Ре 
Пе что и 'Г(9)- п = (4 И то 1 А 49 


Ясно, что о нар в правой части ‚р ицпательны СыиИмМ ИХ СВ 
, р Р: С а. А. 


нии каждого Й и МЫ зрезр и Е 
44 1-6 (* 9-1- -р-4 — ,2-9-- 
( и е'4у. + (Ре = ТЕ. Ме + ры Ге = 
Дадим теперь произвольное $ > 0. Выберем и а в большое Й, 
чтобы второе слагаемое в правой части (*) стало меньше 2/2 . Ясно, что 
при достаточно больших п первое слагаемое также станет меньше $/2; это 
показывает, что первое слагаемое в Г(р}, Г) - Пр, бтремится к О при п-ро, 
Точно такое же рассуждение доказывает, что воров слагаемое также стремит- 
сяк О при п-—>о2 . Итак, Г(р}, Г(9) - ом Пр ‚= +4) В(, 4) ‚ что и 
требуется. 
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Тема 3. Локальное исследование бункций. Асимптотические ъазло- 
жения. 

Пусть Х- метрическое пространство, хо - предельная точка Х. Мы будем | 
изучать поведение гГункций 4 (х) при х—> хо. знания того, что 1 имеет пре. 
дел при х—>хо, и даже знания его значения часто бывает недостаточно: на-: 
пример , все функции 2%) = х, х° и \х стремятся к +>9 при х—> +22, а = 

(х+Г) - 4() стремится соответственно к Т, +20 и 0. . 

МЫ и изучать локальные свойства функций. Дадим точное определение. | 
Для каждого нормированного пространства |/ обозначим через Ч ) множество 
тункций со значениями в ‚ каждая из которых определена в некототой /сво. 
ей/ проколотой окрестности точки хо. Введем на 1“ и) отношение эквивалент- 
ности, отжцествляющее две функции, если они совпадают в некоторой окэест- 
ности хо. Ясно, что это действительно отноуение эквивалентности; множество: 
классов эквивалентности обозначим через (у . Свойство Функции из ЧЕ(У)- 
или отношение между функциями называется ыы ‚ если оно зависит | 
только от классов эквивалентности входящих в него функций,Таким обтазом, 
рассматриваемые далее отношения будут по-существу отношениями на 52 ( И); 
мы будем обозначать одинаково бункцию из 96(/) и ее класс эквивалентности . 
В 96 (\/). Пример: на (К определено отношение частичного порядка < <“; в: 
терминах функций, 4 < означает, что 1 я < 9().в некоторой окрестнос! г 
ти хо. Пространства тица Че(\ часто оказываются полезными в анализе и 
алгебре. Отметим, что (Ув отличие от ме) ‚ естественно наделяется — 
структурой векторного пространства. 

Слабые отношения. | |. 
Всюду в О для 4е ие) через 4 [ обозначается функция х-— 


им 


пр-т тре 


ы Е 


оО из 4С() /а не о как раньше/. | 
Опр. Пусть Ре (И, ). ты СИ). Мы пены (9. при х— хо/ : го- 
ворим, что 4 подчинена 9 , если 1 |< К. К В) ) для некоторого г>О ! 
/иными словами, это значит, что | Хх < к, [4 (х)| в некоторой окрестности; 


хо/. Примеры: Т/ для любого скаляра а # 0 орошения. < и? 5 д 
эквивалентны; в частности, # 14 а . 2/5 1 ‘означает, что огр ниче-.. 
на в некоторой окрестности хо <АААХ < Ам Х при х—> +29. 


4/ ху 74 хе+у® при (х, у} Зы (о, О) в г. . 


Формальные свойства : 1459 Е = — ор ‚ 2/44 5 0425 
ны 144459 /заметим, что и 2 +. 59)  Н06 следует к | 


2.91 +4 /. 3/ Если (к, у) И - непрерывное билинейное отображение 


нормированных пространств у, 2 Л ее. {2 Е о92еАР. 


"+ 591 4 5 42 и 4 0 лы 
СТЬ Мы пишем : если ; 5 ич54, 
Опр. Пусть 7.42 6(\) . ТЕ п 95+ | 


Яено, что это- отношение эквивалентности ( \/ Примерь: 


Г/ Дия 16 (К) имеем +%4=> АЕ" такие, пода [1156 


р К ОВИЯ 
=^ и ор" 


лет щи "ме -^ 
а ыы '- =: 


а 


яр чи» 
= 


- 
— "=. 


# некоторой окрестности хо | # | ограничена в некоторой окрестности 
я. Говорят, что {. логарийфмически ог ВИНЫ. в некоторой окрестности Хо. 
2/ их ЕО аи Е а. а при х—>02 . 3/ При хо 
иго У ом. 4/ х° + ху + У’ Х х х2 + у при (х, ри (0,0) В 2 ‚а 
ху Ух Хх” + у | | 

Отношения. 5“‘9 называются ‘слабыми. Функции Фи иЯ слабо 
внимы, если либо < 9 ‚ Либо Я = 5 я Пример н не слабо сравнимых бункций: 
Ти х. слих при х—> +20. | 





Сильные отношения. 
Опр.Пусть фе (И, де 98 (1) „. Мы пишем {<< Эа их / и гово- 





рим, что № пренебрежимо по сравнению с Я ‚ если ]|- 7 [< Я | 91 2) ДлЯ 
любого >20. Примеры: 1/ для любого скаляра а {О о в 


1— ®9 эквивалентны ; АН < о ; < ни =() в некоторой 
окрестности Хо 2/: #41 — З/ рр СЕ ис< 

го Хх << ХР при Не ха вы] е^ при ры 4/ х ух с 1 
при (х‚у) 0 ‚0) В [22 Фоомальные свойства: ЩИ < =>. Ре. | 









(аналогично, < 9 д | =—>1<и /.2/ 4 м 460 = Эа 

З/ если и. 592 ›Ю то Ги: << й 2. | 
Прелложение-оп виенив. Отношение гы < + " есть отношение эквива:: 

лентиости в °©(\/)]. а обозначается через . . Имеем {и —> {Х р 


Док-во: Рефлексивность очевидна. и в симметричность: имеем 4 < 


—> И>0 || Ро 905161 В рее окрестности хо. С помощью не- | 
равенства треугольника отс н следует, что (1- 2) +069 < [9601 = 759 | 


=> 1 9<. <Я —> . Попутно мы Е что {и 
=> 31 —>7-9<8 имеем “9 029 => 4- хр) 9-1 Я Е же 
Но мы уже показали, а а =295 | ый << | ‚ что и коды 


ся. 

Примеры: Т/ если а - ненулевая константа, ‚ 479 фа { а с 
ю/ При ао # О многочлен ар х. +... таг арх” при ее ве: ее =) 
ху бахпри х—> + ео. 7 о Та прир—>0 в (©. Вообще, если диб-. 
перенпируемо в точке хо и $’ (хо) О, то фо 16 У (х-Хо) при 
х —>хо /это эквивалентно определению производной/. 5/ Цусть при 20 | 
а количество простых чисел, не превосходящих х. Доказано, что 57 () 

(к ПРИ х—>+2о. 
ее Из 479 не не следует, тет —> . при х—> хо. Из 


15 > не следует даме, что нь 
ОН. И или С, 4. 29 9 то 


475 ^ 912 Пок-во: Имеем т Же 49 -)+ (4 - -9479 >. 


294, перечисленные выше ЖИ свойства, лы 
> 929—449 «9 Чак РЕМ 
т 994» 92$ 9% => СИ- ге <) 2 


реа му 


о И -1№- 


—^ 


. отношения < н Ум оО называются сильными, говорят, что + ИЯ 15...21: 
| р. а ры . 
сравнимы, если дибо р О ‚ либо С < 4 ‚› Либо йа длЯ ‘некоторого 


о м4 


ы- 


4 ин. 
жит: 7 - 


ма > 


Е 
т. и 


: и 
Е Ьь о мть — - 
ое ель аира: 7 _._ 
р . : 


Отношения сравнения межцу положительными функциями. 










Предл. Пуст 2 (в некоторой окрестности хо. Тогда: 
{= 7 ИН ограничена в-нек. окр. хо. | 


+ [> логарифмически ограничена в нек. окр. хо. 

| Др => О при х— хо 

| 4 ое ее при х— > |. 
Если и и! 6 >0 0. нек. окр. Хо» то $ и Ч сравнимы биз й м кет быт 


равный +2О/. Доказательства оставляются читателя Хх Хо . 
Предл. 2 2925 в нек. окр. хо. Тогда Е К О‘ оеит 


=>. хх “ии ©. У ‚. ТО < 9 кое 
=> Ба сы же. 459—779 0% и 


о > <, 
Задача.Пусть. В зы де, . Какие из сле; Ей РИ. реа а 
какие нет? /Т/ У ты ее ` | /2/- 0 и ; 
ое => 9 ; 1/49 = в 

Пусть 9 >О внек. р хо» ихАи Я сх = 7. или +2. Говорят, 
р НЙ, Пе ая пот отНоС: ро Я) р ее р { если 
ГИиа = = . Очевидно, если ф имеет порядок ро относительно Я, то 
она, щеаы порядок —@ относительно -: ‚ Так что Достаточно оассматривая 
ны когда 90 )—я* Ко при х—хо 
Прелл. Пусть би ‚9309 = ф2о , е: р (р Е)’. де 
Я имеет об ок +22 ‘относительно (<= 1 Р>>9< те Е. 
6/ имеет порядок -<2©ю относительно Я => р < х Ме Юр, 
в/ { имеет конечный и Е в, относительно Я О х + << при < р<в, 
‚ Цок-во_ Докажем в/: и“ Ин 9 = = > ИЕ и : ой 
< те) си (ия (Хх) В нех. око. кр им , 9бо7 -& ао 09 а 







ок. окр. хо . Очевидно, это условие эквивалентно тому, ея о. «ЯР 
при о(< @< во . Доказательства а/ и б/ аэкалогичны. 

Замечания. 1/ имеет порядок <( относительно Яя . Однако из того, 
что { имеет конечный порядок относительно Я | не следует, что фа у 
для некоторой константы а . Например, любая логариймически ограниченная 
функция имеет порядок О относительно . ©/ Если й имеет порядок б 7 50 


‚ носительно Я я : имеет порядок (> относительно Я ‚Би би © определ 


Ах 


но, тоф/{, имеет порядок 4 + © относительно Я. . 3/ © Функция + может 
не иметь опродоленного порядка относительно 9 . Пример: 9) =х, -] {69 = 
Т + х% дих /при х— +29 /. и 

Задача.Построить бункцию, не сравнимую ни с ‘одной степенью х по; хе 


0- и 0о- символика. Часто вместо < 9 < пишут + = И 7 а вм ото 7< 


= Ты 


> о(9) . сли в одно равенство входят несколько бункиий вида 0 (4) или 
6 (Я) ‚ Их обозначают От (9) ь 02 (9 и т.п. /либо все через 0(а) 
это не может привести к недоразуменио/. Упоажнение 
значениях все перечисленные выше свойства /наприме 


0(7) + 0(4) - 0(+) /. | 


Шкалы сравнения, главные части и асимптотические разложения. 


„оси 
: переписать в таких об. 


В. 0(+) ^-0(9) ы 0(#9) 


ы Опр.Пусть К = р или (.`. Подмножество ©, в У@(К ‚ состоящее из сункций. 

‚|не равных 0 в и есть шкала сравнения, если \/ < > выполняется 

: у ровно/ одно из трех отношений 7% | | > ты = Я ь 

й Ясно, что в любое из отношений хЯ ИЛИ [А [4] при а> 0 вле- 

„'чет за собой, что | ыы . Очевидно, любое подмножество шкалы сравнения 
само является шкалой сравнения. 


Примеры. 1/ } (х-а [6 р р - шкала сравнения при х — а+, а $ 
НЕЙ - при х—>+со ; 2/ При #6 Ц. ‚2—>а 4 (2-аи| НЕ - 
З/ Если а- точка нормированного пространства Е, то $ |] х-а,||^ 5 е [21 -шка- 
ла сравнения при х—> а ; 4/ При х—> +20: ег 7] Р-многочлен над 
без свободного члена ; 5/ При х—> +оо: 4 хе. (Фих)Ё [ве Е?®, 

Опр. Пусть - шкала сравнения и Фе (И). Если существуют ненуле- 
вой вектораес \ и Функция < такие, что {у ей ‚ то ай называет- 
ся главной частью относительно 2 . Очевидно, главная часть может быть 
только одна. Ясно, что 4 имеет ту же главную часть относительно любой шка 
ли, содержащей © . Примеры: 1/ Многочлен арх” +...+ ал с ад # 0 имеет пр? 
х—= +20 главную часть асхП относительно любой шкалы, содержащей х". Рапис 
нальная дробь (арх +ьь+ а }/ (вох” + чье вы | с адво # 0 имеет главнук 
часть 1х" . К/ Функция может быть сравнимой со всеми функциями шкалы 

|. 


и не иметь главной части относительно этой шкалы. Например, при х—> +оо 


Ух не имеет главной части относительно 6 х'| нЕ с; о а 
тельно © еРС®) 


Обобиение. Пусть имеет главную часть ат, относительно С . Это зн 
чит, что {-4491 << 94 ›„ т.е. для более точного исследования { нужно зас 
смотреть разность {—Я494 . Если она имеет главную часть 4. ТО, ОЧЕ 


р. 

видно, 92 724 91 И {- 4494-4292 << Я2 . Будем считать, что СА 
где А- линейно упорядочено ис < В=> Я. >> 9 . | | 

Опр. Говорят, что фе ©. (\/) допускает асимптотическое разложение от- 
носительно Я. с точностью @, ‚ если сутествует семейство (&л ах олое 
ментов \/ ‚ из которых лишь конечное число отлично от 0 и такое, что т— 
и зи 9 < Ч Сумма 49) ость асимптотическое разложение {с 

г: | | | _ 
точиостью И ‚. АЯ)- бго члены, @) - коэ@бициенты ‚ и ты -=. 4\9\- 

, | , — ь с < 
- остаток разложения . Будем также писать +2 >. ЧО ( $ ›,). 
д 


а 


Пер. Боли - /вектор/-функлия вещественного переменчего, имеющая 
к-ую производную в точке. сек , то ее разложение Тейлора, + (х) = 4 (с) + 
о (<), (х-с) КЕТЬ ссимптотическое разложение с точнос- 
ТЬЮ (х-с)*" относительно шкалыз (х-е) ие. 

пормальнне свойства: Т/ ‘Вели: 2 ал + о( 9%), го р имеем 
{ ре а, Я\ + о(88) /асимпт. ‘разложение можно свести к меньшем точности/ 
2/ сли 4 д ИХ, из 4 (М) имеют асимпт. разложения 2. АА ЗА и 6 Ч 


с ОЦНой ТОЧНОСТЬЮ и ‚оасти со —- скаляры, то с + 62.2 == (СЧС 
А 


> —- 


'ЧА +046, } Отсюда, в частности, вытекает единственность асимпт. ‘разложения. 
В сомом деле, достаточно показать, что в разложении 0 = 2 & Ч + (9) 
все д) равны О. Если это не так, и ‚./ - наименьший индекс, для котооого 
мы О, то ”.. р = - = ДЗ. +0 (94) << От - противоречие! 3/ Если 
РАДА + о) | ри ад О, то иди есть лавная часть #— 2_ АЗ, 
озмечания. 1/ Асимпт. разложение {= 22 ал9\ +о( Я) еще нибоНо не 
гозорит о значении -. в любой данной точке. Чтобы получить такую инбозмалио, 
нокна это опенка остатка. Например, если 4 имеет (к+ т) -ую производную, 
то остаточный член в формуле Тейлора к-ого порядка имеет вид о ((х-с) "+ *) 
с явно? оценкой константы. ©/ Функции, встречающиеся в классическом акали- 
зе, часто допускают асимптотическое разложение с любой точностью. вго запи 
севают в виде {и 2.4) Я ; эта запись означает, что {= 2,9 ив +0) 
для всех © . Этот ряд может. не сходиться ни в какой точке. Однако даже в 
этом случае он часто оказывается более удобным для численных расчетов, чём 
сходяшиеся ряцы! Типичное поведение этого ряхда состоит в том, что остатог 
на каждом шагу имеет порядок первого отброшенного члена, а члены ряда сиа- 
чала быстро убывают, а затем начинают возрастать /в каждой точке/. 

Нахохдение асимптотических разложений есть скорее искусство, чем нзука. 
мы рассмотрим несколько приемов, часто оказывающихся полезными. 

Сумма. Пусть 4, и р допускают асимпт. разложения с точностью Я И 9’ | 
соответственно. Ограничивая эти разложения точностью Яии (о) В) и беря их 
сумму, мы получим разложение + +, с этой точностью. 

Пооиззедение. Пусть, скажем, $ иЯЧ - числовые С) нАНИИ, причем 40) С 

ар +арх + о(х) и. (х) = вх + ре + вх + о(х } при хе. ТОВЫ 
46. 1 = асвтх + (ово. + авт) их + о(х ) . Предоставляем читателю дать 
обиглю сормулировку для вектор-йункпий /вместо произведения хак всегда рас- 
сматривается непрерывное билинейное отображение нормирозанных простоанстн/ 
и любой шкалы С /здесь нужно предполагать, что произведену> Е 
ИЗ И снола лежит А ‚ псе ‘наши примеры обладают этим свойством/. 

Ко’бинируя эти приемы, мы получим асимипт. разложение любого многочлен: 
от йункний, чьи асимпт. разложения нам известны. 
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а, усль 42 96) имсет = ом 469 =0 „И лопускает гоислт, 


гот е © «т ОФНОСИТб. и нкалу (., с нек ото м точностью. ее у - Ивлытом-/ 
Гу. и Раз лийбороннируемая в точке 0. Тогда. К) = с. Я р. о 
ое (17) ры ё —=0 о ОткУулА |. 7$ = Сосо, ++ е р и Е 
ео се @ замкнуто относительно взятия пооизвес1 ты ь. ОЕ. 
г, ++ ‘’: РСН + .. допускает асимпт, разлохоние относлталько 
ее (ср. сонной точностью. По и остаток 0(. И) допускает оценку относительно 
т . о пон мело, осли 1 имеет главную часть “т Ч относитель’: ы Е о 

О( И] -= о (1 Чу); ‚ соли же асимпт. разложение 4 - нулевое, т.е. р; а С. (а : 


то о": | о(9) . В любом случае мы получим асимптотичес и разло`но! 
с { с '"о оторой точностью. 

вино сни приеми позволяют находить асимпт. разложения большинства эло- 
м р Разлоким, например, пункнию (т-х) НХ )1 . при х` Ноф „ пиоем 
ее) —- г р (т/х . (и (1) : Далее, 1/х. г (1-х) = а + по 
и (1:1: р + 1/х“ - 1/2х3 + о (1/х3). Поскольку е/’ =Тч+у+ у "7. 
4: Уи. 507 при у-—> 0, мы поуЗАеи (чу Хх = т Фих/х + - (Фи) ны — 


Е у) З/6хЗ + 5( ((: их)“ /х3) „Заметим, что если записать остатох аа 
ого ис п(у’), то м: модем уточнить наше разложение, замониз ого остлито- 


на бих/х” - ок “+ о (1/3 р 

Ире пт будсм заниматься бункциями действительного переменного. ши с.- 

дем изолснорвать поведение сункиий при х—»-+2 у; случаи у -ю, у> аи 

у—> ^- ссодятся к этому с помощью замен х =-у, х = Ш(у-а) их = ЗИ (у-в) 

Нас остот р основном интересовать поведение примитивной данной сункиии. 
итгогрирование и ди’Ференпирование отношений сравнения. 


иго" трование слабих отно! иСНий . Посл. А - правильные гунЕ- 
Е оо), причем Я неотрипательна и О /может равняться 


+20 / | у —> ПР = 5 <}. (#) ) «(ё = х— Нос. в частности, 
если р и схолится, то и Яо ) сё абсолютно сходится. Док-во:по ус- 
не ‚" и мислл, г >а ри О: ЯУЫ ПРОЧ = |. ,9 09 при хр т. 
отели 1, |, |4 ЕЙ = ‚ИЕ [44 < К (и 9%) другой сторон» в’ 

В пзораньна ООлЬНи: ть И (6) 1 > о . Тогда [| | К < к, (6 946). 12 


для погосогого ко > 0. Беря к = мах (тако), видим, что ||| а #4) Я 


2"! ыы ‚ что и тробуотся. 

— : — ‹ оке 

Сабина. Воли. я: положительным на [^,+29), фо О при х-—* рас, то 

| В О И: | 

А АА. а .. Ре 
РЕВ ЕТ | 1 ый СИС НЫ: р, О вто ПОНИ афусй, о и > ТИ в Ве 


и и, ении. Тогда: а/ ЛИ ти 9) А сходитоя, то из ты и 
+20 ао 
/соо: м 1 и. где с - сия внтекает, что И ое <}, Е 
Г о ИА [а ({) 4, 6/ ет 9 746 мкл то 


соотв, 


ыы 


ИП и м 5 г вытекает, и. д Гаев 


, 1. 
/сооти. | ты /. док-во: Достаточно локазать наи и 
вер ириеЕЕ ДЛЯ т ВЕ ^-с9<—?4-С < /. Чикочига >20 
Ио м моя т ‘дот я в.а, такос, что И х)|| = я О Е 
а ВУ2: | 44 |= [^^ ЛИ | я | 
р 05. зем „ ЗН Нл [44 <$ 11% | о Хх > й что 
и тен, тая жя случае 6/ , ВИДЯ, имеет 2 ны К < 
< р ей Е „= С м х2 в, Гце С- некоторая константа. о НИ в” > В, 
вин, ито (5 лу ри _ прих> В’ Значит, при х2 в’ имеам 
(7 [5 т) НШ и г у ‚ ЧТО и требуется. 
4 

ыы о ад Их х при х>Ои х— 2”, мы снова полу- 


Нез, ‘РРО лх а 2/ Имосм (еХИх)” = еХ/х. (1- 1/х) ^^ еХ/х при х—> 
—=>}/^\:, откупда получаем, что |} 72) й ^^ е^/х при х—> +2. 

и ранциролание отношений сравнения. Вообще говоря, отношения срав- 
нения исльзя ли @ерснпировать, даже если рассматриваемые Тункиии монотонн::. 
ры, х° + ходих + 605 х^Ах“ при х—>4 92, НО х' (2 +сое х)С 2х. 
Олезотти! п связи С ЭТИМ следующее любопытное утверждение: Золэча ‚„ Пусть 
Чо Ч СХ) при хо , где и Я - Тункпии класса Ст, причем .# - воз- 
растагчлн и выпуклая, и 1/9 - также выпукла. Доках ен Что. (^^ а’ 
пгт > —> +22 Гото доказано аботе 70) Г. Иелллиам Еф (7 о р 
и В вины, Дни, и: Моё в „488, и. ( 981), 52- ай 

зрамаясь к общей теории, мы а что при О условиях от- ` 
ик спавнения можно ди“форонцировать, если заранее предположить, что 
произволине сравнимн. Утверхдением такого сорта является известное нам п’ - 
вило опиталя; мы докажем некоторый его вариант. 

опти. Говорят, что числовые бункции $ и ‚о определенные на [2,+ 25) 
стапшит порядка _1Т при х-7 Фо, если они дибференцируемы в некоторой око. - 
стности +92/кроме, быть может, счетного числа точек/, и их производные пг?- 
вильна, имеют постоянный знак и сравнимы при х—-2о, 

Пролл. Если + и Я сравнимы порядка Т, то они сравнимы. При этом, если 
9 ' в ее ненулевой а то 2 Я (соотв. ф^ 9 / ==> 








2 а 9' Исоотв.- гв Со . Док-во: Так как #' И 9, имеют постоян- 
м зизк в некоторой ны и - то: монотонны, и, значит, имойт 


прелоли /быть может, бесконечнне/ при и, Если один из этих пределов 
кононеи м отличен от О, или если олин из них равен 0, а другой бесконочен, 
то 4 в 3 ‚ очелинно, сравнимы. Остаются два ри: либо фи и обе стоо- 
мится н и либо 06о- к+20. В первом случае РА интегрируемы от а ло 
оо, мотивом (= ОА, 960=-[ 9) С Во втором, 
слу И га’ ие инРот рируемн на [, 522), и #(05= Фо)+ [* и /^ 


” | т [4 . ‚ 9%9= 9 (Ко) Г Я ‘4 94 м {^ 9.) г. ‚ В силу прели- 
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дуого чродложония, в обоих случаях + и Я сравнимы, причем с тем же отло- 
шенисмя сравнения, что { И я. . Первое утверждение предложения догхазано. 

ДЖии ногозательства второго с учетом уже рассмотренных случаев достаточно 

рэзоируугь случая, когда {К ‚ и{ имеет конечный предел при х>*-52о, 
8 | - сосконечный. Лено, что / интегрируема на [а, +А0,а 9” - нет. Знл- 
ие исрлни отношение 5. р/ не может. выполняться. тай 


ьку ой Ги Я 
сравни, мы получасм, что й <! ‚ЧТо и тробустсн. 
Гловная часть и асимитотическов разложение примитивной. , 

о Е правильная положительная Тункпия на Г а, ус ый р { 0) 
схолител, То интересно, насколько быстро его остаток ( М7)! стремит- 
сяк 0 пр! х— Ш А ‚ли же этот интеграл расходится, то интеросно, на- 
скол‘ СТ о [ стремится к +00 „Для удобства бормулировок поло- 
жил | | (= и. ус я : если $ интегрируема на [а, +22) , и Е()= 
— е (4. р в противном случае. Мы вычислим главную часть Е х) при х—> 

—у 4:х> в некоторых дополнительных предположениях на . А именно, пред- 
поло ':, что 1 удовлетворяет следующему условию: 

/=/ "чикний ФИФ и Фих сравнимы порядка 1. 

Ииеми ‘порами, /*/ означает, что-ф дифференцируема в некоторой окрестнос- 
ГИ, = имеет постоянный знак, и существует (конечный или бесконечно. 


/ 
бт,” Е Ги ре . В силу преднцушего предложения, из /*/ вытекает, что # 
ИМСОТ о вы: относительно х. 
о а уповлетворяет /*/ и имеет жрии относительно Х, 
.С м ий 6 / (х) = . Тогда; ый Если в конечно ‘и отлично от -Т, то 


го 1 / +4] ХР 0; 6/ Если 2 $ и если ны 4’ их 
сравни И т. 10 ЕО) ( ры : р во: а/ Пусть сначало 


ый . Тогда 1(х) ый Е и —> 7); расуодится, Интегрируя 
ы Г го фо о ("2 ВАЙ в. = (Е? ЗИ! 
Отсол “(48 + С 274) Г «йо - Я ХС) при х—>-29,т.1 

х (> > хм+1- о С =. сто оны, ем „(Ф х+х4# 69) /#) = +1 
20, *-°. КИ (м+1)- (х) „ Интегрируя это отношение, м" 
Вили’, 1то Г )) 4 ба ЕО. Отсюда следует, что Хх) 
^ (м+4) РА ‚ что и требуетены, При м^- 1 доказательство аналогично. | 

п/ соть М=+35 ‚„ так ве: _ Са, расходится. Положим ана 2! ИК 
Инт оприпуя по мястям, полунаем: НО = {7% ев) {$ = а" (х) $6- 
ЧО 9 (41) 1.64 1 . Условие = +22 „очевидно, означ: 900 ЧТо 
а . акк .) по условию 90 и х сравнимы, порялка Т, то по преды- 
Пит, подложонию 9/09 = 4 = 29/45 $ => 4 #9 (6. << Ед, 
2. 

(Увсния В лы =@6)7' /4' ‚ что и клик В ву =» -со 


разонростся совершенно аналогично. Теорема доказана. 


д 


а 


РЯ Заметим, что условие (45 выполняется для функций наших шка; 
(бих Ри его, где Р- многочлен без свободного члена. При этом числ. 
Г В м т.е. порядок Функции, равно <^ пля Хх (би х Ри оо /в зави- 
симости от знака старшего коэффициента Р(х)/ для еР“Х ‚ПОЭТОМУ о ца 
главные части примитивных всех этих функций /кроме функций (М х )Г/ х, Для 


которых примитивная находится в явном виде/. Например, для функции (*ае се 
А. Ри 
/“интегральный логарифи/ наша теорема хи И. А 








х — ( 
по частям цает, что тЫ И еб вясе г 
[74 1. т их [” 2 бе т - е- й.#)^ 
($; ря ‚ Продолжая в том же духе, пиар ны разлокен! 
ИЕ я о + о -7) а. ме. и) 
р Ре би о" 4 9, 


Заметим, что все члены этого разложения стремятся к+оо при х—> +02 ‚ а 
также при фиксированном х . т, п—>+00. друтоо тра. для остатка инте 
рала Гаусса получаем (° /2 Е т/х ве -272 д - 


- Т/х.е* =) т (526 -6/ 22. Снова продолжая в вы же духе, можн. 
получить оне ЗА разложение. 

Пусть теперь © - некоторая шкала при х-— фм, состоящая из положител 
‘ных бункций и такая, что примитивные функций из я допускают асимпт. разл 
жение по Мы покажем, что если функция { допускает асимпт, разложени 
относительно < с некоторой точностью, то и примитивная Рбд= (7 1 С я 
допускает такое О Пусть {= . А \ а р С ‚ где С. иго (91) : 

Имеем [= а д й тах а . ВСЛИ (^“ ра (усе расхожи 
ся, то 2, И << . О ‚ее Е, и мы получаем асимит. разлох и [-Се) р 
асимит, “азложения примитивных ТЯ Я, их (6). Пусть теперь та в не) ы 
сходится, и пусть Б - наименьший из иде А2ы, в которых А. Ато И 


С ря сходится. ая [о ей че +с- вы: 2.) м 
- (9 4) р _ С = (7 р 29+ ЕР" рр ыт. 


<.) 6 4 м Од Я Р</Абткуда снова получается асимпт. разложен 

Хх 5. Изложенные приемн позволяют находить асимпт. разложения примитив 
от весьма широкого класса функций. К | 

Применения к рядам с положительными членами. Будем для удобства назыве 
рядом с положительными членами такой яд (ии). ‚ чтоИи>О при цостатоз 
но больших п. Сопоставим такому ряжу ступоит атую функцию (С) ‚которая р2 
на Ц, при пах < ны. Тогда ро их ре ‘«(4) сб ‚ откуда схоцимост 
ряда () эквивалентна схощи: т (> ира . Очевицно, все отношения 
сравнения между послецовательностями эквивалентны соответствующим отноме- 
ниям между ступенчатыми бункциями. Поэтому доказанные выше нредложе ения 0с 


. 2 


то ы 


интегрируемости отношений сравнения дают соответствующие утверждения о р: 
дах. Например, если ряд т сходится и 17. и Ци» то ряд (37, ) сходится 


и ми 


№7 ; и $ 
[и 
Нас будет 1 интересовать р т частичных сумм ряда относите 
но шкал сравнения вида 9, (и) ‚ тдео-- $6 2 — некоторая шкала сравне- 


ния при хх, состоящая = И функций. Пусть общий член ри 
((„) допускает асимпт. разложение по шкале $ Я. (И )‹ С цекоторой ТОЧНост 
Мы хотим найти асимит. разложение частичных сумм 2и= р и . Рассухие 
ние с преднлущей страниин показывает, что дело сводитбЯ' к разложению част 
ных сумм 2_ = ЧС) ‚ где ЧЕ <> . На этот счет есть теорема, дающая главну! 
часть та ой суммы при некоторых предположениях на < ; она аналогична доке 
занной выше теореме о главной части примитивной. МН дадим ее утверядение + 
качестве задачл /см. задачи/, а сейчас рассмотрим пругой замечательный сп‹ 
соб, позволяющий сразу написать все асимпт. РИН такой суммы в наиоб‹ 
лее важных случаях. 
Формула суммирования эйлера- НЫ 

Сначала- эвристические соображения. Пусть ГО - бесконечно. дибферени 
‘руемая функция на [0, +20) . Мы хотим "вычислить" сумму ©„= = (р). ь 
Залача будет решена, если нам удастся найти Функцию г( х) на ГС, аж ), та- 
кую, что Н(х+1)- (= С (х) ‚ Поскольку, очевицно, тогда ©, = Ро и, 
Предполоким, , что бесконечно ди Верентируема и раскладывается в ряд Тей 
лора. Тогда 169 [+4 - ЕХ= зы Е‹ “УИ _ „Это равенство можно 
формально записать в виде = ( и д) | ‚ где через / обозначен. опе- 
ратор < Я х . Цепочка форм БлЬНЫХ преобразований дает: (е2 - ПЕ= 7.2 


—Е= Е АЕ . Выражение 2/0) 


можно разложить в формальный степенной ряд Я Ро Е 00 и 
ие ЧУТЬ, ниле/; козбдициенты Вх называются числе уе Бернулли . Мы получаем 
9=72° Ри. ; С х) ‚ Интегрируя это равенство от 0 до п, окончатель- 


НО ен Вы = КИ ). 22° м | 
2 4р=( ой мВ (4 С и о) - 


это и ВЕ формула л сра-Ма в. а. Разумеется, наши рассуждения ни в ко 
мере не являются тора кроме того, ряц в правой части, как пра 
вило, расходится. Однако, оказывается, что в наиболее интересных случаях 
формула имеет смысл асимитотического разложения. Мы лалим строгий вывоц 
Формулы с точнем виражением остаточного члена. 

Поежле всего, вернемся к опрецелению чисел Бернулли. Чуть позе мы по- 
кажем, что пункция = [о 2=-4) аналитична И ‚ числа В ОИК! являют 
коэфициентами се ряда Тейлора. Окнако и Формальное и имеет тс 
ный смысл-- оно означает, что выполняется равенство формальных рядов 


РЕ 


Отсюда в. что 50 = "т И при п > к выполняются оавенства =— (ВЕ 
№. 1 
„—“ 


= 0 ии это можно записать в вице " .- ва в пои п2 
где после развертывания бинома надо все степени заменить нижними исдекоса- 


ми/. Из этих равенств последовательно находятся все В. а р 
= => В; = - 2, Г + ЗВ; + ЗВ. =0 = В> = 16, 1+ 481+ 68, + 43.-0 
—> вВз бо и т.д. Нам понадобятся еше ы ‘огочлены Бернулли , кототУ;е г ола з- 
деля; же ормулой В 09 = р ( РВ. ХР" /символически, "В С = (2 +3/- о 
[еотема. Пусть оо - р раз непрерывно дий аеннииаыт Тунксия на от- 
резке ке, [0, ба |. и и, а р | 


. =: \ 


г, ть - < 
92 = ( Е +2 о) м) м р я (3 ги рт 
где ‘Через 3+ обозначена о Часть числа + , 1.6. 0554051 и Че, 


Док-во: Напомним формулу Тейлора с остаточным Членом в интегрально? 
ворме: Е (х+4)- Е(д= Е + Ре Х+ ее и (+ г ро ееР Г ОА 


Просуммитовав по _ О р пои: р Ч (9 +4) 

Ео-Р)=2. РР, РА у ЕТ б-р, 

Мы и эту и последовательно для Е = 14 4 Е, 00, Я Же, 
(Р- заКЙчивая разложение каждый раз”членом с. 2Р-® ; ры 


жим еще а. р Ри) 40 << р-1 . о при 0<к о имеем: 
и -а-6 (о), И я р ФР. 


/при к = О в левой части отит [и 2) ы УМНО к из этих боомул 
на В./к! и ин по к 070 до р. > м поручим:; ука: 


Вы (О-о) = 595 50.) «ое 926 
ОСталобЕ заметить, что при) > 1 кобиону и ПОЙ 44) В и ея ти 
О по определению чисел Бернулли. 

Рассмотрим теперь некоторые свойства чисел и многочленов Бернулли, ко- 
торые позволят нам записать тождество (х) в более удобном виде и цать хо- 


рошую оценку остатка. 


———щ 
& 


Свойства чисел и многочленов Безнулли. РИ — — 
Ч. 2 ) | = > — Е $. ] = — у — т 

м В2к-т = О и К 7 ок-во: Имеем +5 (н/к! 5=-1 "5 
ОИ ый . Поскольку в поавой части стоит четная 


2. 2212. ЕЕ 
Функция от 2: ‚ все коэбфициенты_ при нечетных стеленях 2 оевны о, а 
</ Положим 2 2-26 В = -1 /. тии ко что проведенное преобоззозание 
показывает, что += = = = фобус ‚ сункциЕ сезЁ бло. послецоваке з 
прошлом Е С помо ее эйлетова а, В частности, био пона- 


зач кт 





зано, что Кункция сё аналитична при, [< С, и ее разложения з ста- 
=} = и 
пенной ряд имеет вид фо 1- ря о й. о (2 0“ Е Арии лик _ 5 
] —2Е пЕЛ Г. 
г. 


Отсюда вытекает, что сункция 2 Де 22_ 1) бналитинна при п у 


ыы 


вая коэйфициенты -й к)! = (-Г)Е-1 ен) 
РиЦи ‚ получаем: В». (ак)! = ( Е) 2 : 
З/Поскольку Се) > О, из &/ ры, что знак Во, равен (-т)к-+. 
4/ Лено, что сек) < 5(2) -9/ 6 < 2, откуда следует, что | Е о: 
< 4/(246) “К. Кроме того, легко видеть, что <(2к)—>1 при Вы от: 
Вр. / (2к)! ги СГЕ В) “К . Отметим еще, что из 2/ снова вытекает, 
что число С(к) / К рационально, 
5/ Перейдем к многочленам Бернулли. Их свойства проще „вяаго выводить 


д уда 












из выражения для НА ай в 3189 2 и 
я ПЗ В 
—Рх <) ий=о — к: 
Доказательство: тр ьИ] =.5 ЖЗ ИТ ух" аи —— / 
п= оо о И 20 Пи! Е2-. 





а 2 
6/ В (1-х) = а, В (х). око: 5 Ви и ти _ 2е-х» _ С2) 2*С®) 
/мы поделили числитель и знаменатель "на га. е-- 
=>. од/ с РУ 


следует наше утверждение. йе 
7/ В силу 6/, В -() = (-Г)уИ в 1 (0) = (-Г" В. . Таким образом, при чет- 
ном п В. (Т] =В, а при ночетном а: о = 
ай В. > (1/2) = - (1- 1/2П-1 Ва В частности, . В. (2 = О при нечетном п 
/ впрочем, это вр следует из 6//. Док-во Е, (1 И '2И- а ©, 


‚о огкуда 





227 21-1) - _= иж > Ы [= и и=о 
22-4 22-1 224“ р (2) -> бра" 


откуда оледувт наше утверядение. 
9/ В: (>) =. ПВ. 109 при п > ЕС Док-во: пиберенири п производят 
я 
Тункцию `5/ НО. Хь и получим # е= В, 09 и+1 „0 и 
ет = т Е С 
е 4 И=С Й, и=4 (и ) 
Отсюда вытекает наше утверждение. 
10/ В. (х+Г) - В (® = пхП-Т. Мы оставляем доказательство в качестве 
упражнения а Заметим, о отсюда вытекает формула 
АРТ +. 21-Т ....+ (Р-Р = Ми .(В1( -В,) = ит? Сы и. 
/впрочем, это следует и из теоремы на предыдущей вереница 
Доказанные свойства позволяют исследовать поведение многочленов сео- 
нулли на отрезке |0,1 


Препложение .При 2 грайи ики многочленов = в имеют следующих вид: 
И=ЧЕ+2. _ И=ЧЕ+Ь 1 +4 


м М. 
И 





р ^^“ ® 1) с 7 $) т ^^ - > РЯ о + -— / \ 
вок-во: Б силу 1/,7/ и 8/, пои нечетном п > Т многочлен В (х;} нмзет 
с —_ | 11 и 
у.» Ат тел | ^ “т? тг “ ура г м м: тит тута =» А ти т г о 
коони 0 , в юи |1 . т кажем, что он не ихлее? поугих ко О Ис 
‚ = тт \‹ т = их : ый а -г.., — а Зы .з 
— Ах и : 


в каждом из интервалов 5 (0, =), аи (арт ‚о 
два корня в (©, т. В силу 9/, это означает, что а _э(х также имзет дза 
корня в Виола это рассуждение, мы Им, что многочлен 516: 
= х - Ие должен иметь два кооня в (С, 1} - поотизоречие. Таким обоазо: 
при нечетном п многочлен В н(%) сохраняет постоянный знак на касхвом из 
интервалов (0,1/2) и Я И. поскольку 8... ( $) = 2к Вот; м ВИДИМ. 
что 82% (х) монотонно в кажлом из этих м Т.к. знаки знамения 
Вок) в точках О,1/8 и ТГ нам известны, отсона следуют все наши коотин- 
ки. Следствие: | Во 9 = [Во при Ох хх Т. 

Пользуясь доказанными свойствами, мы можем переписать Фбормулу оглеса 
мМаклорена следующим образом: если го - ©р 223 непрерывно дибберенииоу- 
емая г. униция на, о Го, п. р ИИ 

«и (4 4+1 и Ты Ч)-$° “(о)) и.) 
где # Т/ м м2 Ро Ь, (@2Е2 оценим остаток. при хм Ня 
ть о среднем и пос о Ле пнее сл и, м а что В (= 
= |3. 1/(@р)!. ("НОР И, Бои < ОР итот п оон 5 нс пе 
[0, к то эта оценка переписывается в вице |9 [< «2 (29Р— 7 

2р ы 1 (и)- (9) 





ча 


-..“, 


Т.е. остаток по модулю не В. последнего улет ее ош 
| т ® то 2 и = 
и ее. очевидно, вытекает, что | К 2р- [= 2. | Р (26); | 
й ен д о, т.е. остаток по модулю не превосходит удвоенного лерзсгс 
отброшенного члсна. —_ 
ноимеры. ГИ.) = Т/х на [1,+ 29). таким оорозом, речь ицет об осимр- 
тотическом разложении частичнои суммы гафмовисоского ряда И = ИЕ 
.- а у. - у 
...+>1/П. чОормула 91 Ир ИА и м п + МЕ. (1/п аи - 
= >«/2К (т/пк ГВ, с а ий Перенесем {ий 5 
Вох т 2р`3 Е: . | | 


к= | | | 
левую часть и переёцем к о лу при н—>о< /и сиксиоованном р лы- 





‚видно, поецел в правой части сунествуот, так что мы еще баз дохазоди 
3 И . } } и 
сутествование констаити Эблера = чи (ии фи) ‚ а заодно побочато 
< на о й Г, 
НРА г мае И у Г. 2 ‘ и ; } ы г р | 1} и\ И ак 
к и АХ р {2 1 ^} В А а г м в ыы 
2 в Б.У Е у и — — —— } 7 ы ”) + ) с у\ ЗСУ) } . 5} е Е: ва м. 14 : . : 
и но -у Г Бр, О 
ы Е а = ое "-. я Г2- ар 
р :_ Нк. р р т и . О "2... 5 — СН т | | —1 те - И ы р 
й и й й | 4 ": > * ГУ! ; м в к 
ЗибЕСЬ РР 2- А ] _ Гат р м 4 го | } # . 
ы Е. 2 Ч три © ы - . а р 


а 
С 
> 
г 
Е 
Жо 
‚9 
С 
г 
С: 
= 
= 
у 
4 
Ра 
`` 
*д 
— 
= 
щ И 
Я 
2 
> 
и 
о 
с 
‹ 
=. 
+ 
у 
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1 
р а 
< г И й 
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и | и —-_ и ыы 
Аи + 7: —у м. 2, ‚ Где остаток в хажго- 
ру | 
ро ЗодУлю Но провобходи - а Нерона: й 'оонНЗЕНоО Г О ЧЛЕ:.. . ых 
ГИтТкАх а —^ —\‹-- т => —- / г г Ат и те —- т» :. -- 
р. ЗО В ра, звой ‚ расходится и. подом П& РОСВОЛЕ ть 
и? чден стремится к ес ф чем не монае, его конечные суммы дак очесь 
хоро 12е приближение для Н_ при рено 1; например, имеем о -ин- 
|8 > — я ^ “т Хх 
че | Е м ыы Е гу и 
Е ИН Т/Т2Он Ри”. 
ыы ); $ 
в. Бе авы А ы . = т = и “. т < г = те = ха г — 
“/пусть 40 = их на |1 р тие. ОЧ ИОТ О Нахоена о 
; 
тихи дляфиий! . бормула сум ИерЗаНИЯ ИВ 
! РИ > ^ 
ии! = И Аи» ВЕ (А -л+4 ("В б | 
И Ё: - И {и йЙ а И +4 7 ий + я 1-4” -- ыы ыы > х— СС 
| — д а 
й КЕЯ2К ] 2рм "2 ,, 
“4 илл т - * " те кемя +. О Я а ры 7 : 
дак й В предыдущем примерз, отсода сле; ‚. от ‘что поел о = И (би; 
сли - ти) = я 
—Их; = у и - 9. ДАК(СЮК-а) + 
ИХА и-+ \ ‚существует в ил о еек ь 
. РЕ . и Е 
ия Я и ; :? Е т : и { : а 
+ / р.) н. ых ДР С . ие ИЕ ИСИ —- ИЗ, МИС - 
$» т 9: ° ;/ } 
| Ик р т) Г/ Я и а Ул (9х /12Р 15 са Е ВА 
ры Вх | к-). п ео м РОМС 9 кр и вы 
млгпа — по Я } / } \ 2 . 
отсопа вытекает асимптотическое разло хение (ии! идый И +5 Ре = 
2 2. | 
т р жа ново "бе ме. 
р р В. /2к @к- 1) „ ДАН . Где остаток но поовосходит п ав = 
бб =4 < 5? 
ЗОЕН о первого м ей члена. Без: оне. оненту, получаем ое т 
В ао = пут, (14 о(Г) С 
тическое разложение. для а Ь = пие) п, (- 0(1)) „ дспольгл - 
додоние овспонента в О 7 И о Ор мы можем но ь Е и | 
лодение остатка 4+ о (1) Соло Оби ТОЧНОСТЬ Оз И э . слецую:$ _ . е 
со тут я” тут ке: Й Я то | = (- о =“ р г ^^ а при “Е я =: /^т и 
жение имеет вид Г + 1/12п + о(1/п} . Эта гормила лля п! /с точя -- 
ь г; тт) та ТГ: тт + ы 2 гу РТ. ты СР В а к 
аевнием о которое мы сеичас наипем/ ные роя ор. 
В ЗИ И ы 
4: т ттт мт ттт тг ие у о. ЕР” 
нахохдения С рассмотрим биномиальный коэебиниент о 
р а Е ое 
и т ме, после несложных преобразование. получаем отстла, 
` . } г д. р И! „= га ё ыы ре ее а т , й с р 
е = = и ы - ыы — Ф — ® вспо; АГ и: 4.7 в ‚в. 5%. ул к валлиса, 9 к р: РА ри нк р 
: жи г” ет 
И>>> Е (п-П) : . 
о ы х ——.\.` 
-тгАг у 28%. ыы а ее Е тоти с 
ТО = \23С Ра Таз тм ооразом, (О омула А Е 1 > г 
отметим, чФо мы использовали общий п Вии и со логарис ©: ь 
экспонент асиуптотическое разлодение ИХ кя пооиззедеци х и. 
ся к разложению суммы. 
Тема 4. Диёберонниальное исчисление буниг.: векторного арги г... 
2 . : к1> — * <. Дт т“ Г те Иру т.т и 1+ р а о В Е 7 " “\ 
ота тема прекрасно изложена в учебнике А.Картеше " Дисберенциаль сот 
РЕ А а аа д дуаттИ “ й. ны РН Сотатуеган г 
ИС. о ние ® ДС С ере а. Ги: не ` о 9 1% 9 - РИН К > о О “ОП ее ® анис . 
— * \ г т а К. - „> тет д : г ти г» г а. Е те 1757 т АГ 35 ` р 
10% ктически СОЗЕЕ ао [ © У ^ %/ А ЛАВЫ Ч » : о . им О ое КО\ \./ аду К ь А 4 ^ 
лю поораоотать эту книгу пелицом. 
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